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1. Aufgabe

Sei c : M ! B

`

ein Code der L
�
ange `, h(c) � k + 1 die Hammingl

�
ange dieses Codes

und w 2 M ein beliebiges Codewort.

a) Ferner werden k verschiedene Bits von m umgeschaltet. Das nun entstandene

Wort m

0

kann nicht Element von M sein, da sonst gelten w

�

urde: d(m;m

0

) = k <

h(c) = k + 1, also ein Widerspruch zur vorausgesetzten Hammingl

�

ange. Da der

Empf

�

anger aber alle Elemente von M kennt und m

0

nicht in M liegt, kann er m

0

als

fehlerhaft feststellen.

b) Sei nun h(c) � 2k+1 und m

0

wie oben. Wie bereits erl

�

autert kann dieses Wort

als fehlerhaft erkannt werden. Der Empf

�

anger kann nun versuchen, durch Umsetzen

von h

�

ochstens k Bits von m

0

auf ein Element aus M zu kommen (er mu� bis zu 2

k

M

�

oglichkeiten durchprobieren). Er �ndet auf jeden Fall eines, n

�

amlich m, indem er

die k Fehler der

�

Ubertragung r

�

uckg

�

angig macht. Aber �ndet aber auch kein weiteres,

denn dieses kann sich h

�

ochstens in k + k = 2k Bits von m unterscheiden und darf

deshalb nicht in M liegen, da sonst die Hammingl

�

ange h(c) = 2k w

�

are.

3. Aufgabe

a) Zur Eindeutigkeit

Sei a 6= 0 eine ganze Zahl und (a

1

; : : : ; a

r

); (a

0

1

; : : : ; a

0

r

) 2 f0; : : : ; jbj � 1g

r+1

mit

a

r

; a

0

r

6= 0 zwei Darstellungen von a. Dann gilt

0 =

r

X

i=0

(a

i

� a

0

i

)b

k

mit b < (a

i

� a

0

i

) < �b

| {z }

(�)

=) 0 =

a

0

� a

0

0

b

| {z }

A

+

r

X

i=0

(a

k

� a

0

k

)b

k�1

| {z }

B

Der Term B ist ganzzahlig. Daher mu� der Term A auch ganzzahlig sein. Wegen (�)

kann aber A dann nur null sein. Also gilt: a

0

= a

0

0

. Der Term B kann rekursiv f

�

ur

1



a

1

; a

0

1

bis a

k

; a

0

k

weiterbehandelt werden, so da� gilt:

^

i2f0;:::kg

a

i

= a

0

i

Also sind die beiden Darstellungen identisch.
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b) M

�

achtigkeit von D

m

Die M

�

achtigkeit von D

m

ergibt sich sofort aus der

�

Uberlegung, da� die m

Koe�zienten a

0

bis a

m�1

unabh

�

angig voneinander gew

�

ahlt werden k

�

onnen und jeder

einzelne b verschiedene Werte annehmen kann. Man erh

�

alt: jD

m

j = b

m

(bei diesen

Darstellungen ist nat

�

urlich a

m�1

nicht notwendigerweise ungleich null).

c) Die Mengen I

m

Betrachte folgende De�nitionen:

m = 0 I

0

:= f0g

m = 1 I

1

:= f0; : : : ; jbj � 1g

m gerade I

m

:= f(jbj � 1)

m�2

2

X

i=0

b

2i+1

; : : : ; (jbj � 1)

m�2

2

X

i=0

b

2i

g

m ungerade I

m

:= f(jbj � 1)

m�3

2

X

i=0

b

2i+1

; : : : ; (jbj � 1)

m�1

2

X

i=0

b

2i

g

Verankerung m = 0

Bei m = 0 hat man keine Monome. Die einzige Zahl, die man darstellen kann ist die

Null.

Verankerung m = 1

Beim = 1 hat man ein Monom mit Exponent Null, also b

0

= 1. Der Koe�zient kann

von 0 bis jbj � 1 variieren.

Induktionsschritt m! m+ 1 f

�

ur m gerade

F

�

ur m + 1 ist der neue h

�

ochste Exponent b

m

> 0. Das hei�t man erh

�

alt als untere

und obere Grenze f

�

ur dieses Monom: 0 � a

i

b

m

� (jbj � 1)b

m

. Betrachtet man nun

alle M

�

oglichkeiten, die sich aus der Summation von dem neuen Monom a

i

b

m

mit den

alten a

0

b

0

+ : : :+ a

m�1

b

m�1

ergeben, so erh

�

alt man:

f(D

m+1

) � I

m

+ f0; b

m

; : : : ; (jbj � 1)b

m

g

� f(jbj � 1)

m�2

2

X

i=0

b

2i+1

; : : : ; (jbj � 1)b

m

+ (jbj � 1)

m�2

2

X

i=0

b

2i

g

= f�; : : : ; (jbj � 1)(b

m

+

m�2

2

X

i=0

b

2i

)g

= f�; : : : ; (jbj � 1)

m

2

X

i=0

b

2i

g
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= f(jbj � 1)

(m+1)�3

2

X

i=0

b

2i+1

; : : : ; (jbj � 1)

(m+1)�1

2

X

i=0

b

2i

g

= I

m+1

Induktionsschritt m! m+ 1 f

�

ur m ungerade

F

�

ur m + 1 ist der neue h

�

ochste Exponent b

m

< 0. Das hei�t man erh

�

alt als untere

und obere Grenze f

�

ur dieses Monom: (jbj � 1)b

m

� a

i

b

m

� 0. Betrachtet man nun

alle M

�

oglichkeiten, die sich aus der Summation von dem neuen Monom a

i

b

m

mit den

alten a

0

b

0

+ : : :+ a

m�1

b

m�1

ergeben, so erh

�

alt man:

f(D

m+1

) � I

m

+ f(jbj � 1)b

m

; : : : ; b

m

; 0g

� f(jbj � 1)b

m

+ (jbj � 1)

m�3

2

X

i=0

b

2i+1

; : : : ; (jbj � 1)

m�1

2

X

i=0

b

2i

g

= f(jbj � 1)(b

m

+

m�3

2

X

i=0

b

2i+1

); : : : ;�g

= f(jbj � 1)

m�1

2

X

i=0

b

2i+1

; : : : ;�g

= f(jbj � 1)

(m+1)�2

2

X

i=0

b

2i+1

; : : : ; (jbj � 1)

(m+1)�2

2

X

i=0

b

2i

g

= I

m+1

d) Die M

�

achtigkeit von I

m

1. Fall m gerade (m ungerade folgt entsprechend!)

jI

m

j = �(jbj � 1)

m�2

2

X

i=0

b

2i+1

| {z }

neg:Zahlen

+(jbj � 1)

m�2

2

X

i=0

b

2i

| {z }

positiveZahlen

+ 1

|{z}

null

= (b

2

� 1)

m�2

2

X

i=0

b

2i

+ 1

=

m�2

2

X

i=0

b

2(i+1)

�

m�2

2

X

i=0

b

2i

+ 1

=

m�2

2

X

i=0

b

2(i+1)

� (1 +

m�2

2

�1

X

i=0

b

2(i+1)

) + 1

= b

2(

m�2

2

+1)

4



= b

m

e) Folgerungen

Sei nun a 6= 0 eine ganze Zahl. Da f

�

ur i ! 1 das Maximum max(I

2i+1

) monoton

wachsend und das Minimummin(I

2i

) monoton fallend ist, gibt es f

�

ur a < 0 ein m =

2i

0

bzw. f

�

ur a > 0 ein m = 2i

0

+ 1, so da� a 2 I

m

aber a =2 I

m�1

. Die Eindeutigkeit

sagt nun aus, da� die Abbildung f : D

m

! I

m

injektiv ist. Aus der Gleichheit von

jD

m

j und jI

m

j folgt nun, da� f bijektiv ist. Also l

�

a�t sich eine eindeutige Darstellung

(a

0

; : : : ; a

m�1

) 2 D

m

�nden, so da� a =

P

m�1

i=0

a

i

b

i

. Da au�erdem gilt a =2 I

m�1

und

sich I

m�1

und I

m

nur durch die Potenzen von b

m�1

unterscheiden, mu� schon a

m�1

ungleich null sein. Q.E.D.

2. Aufgabe

zu (i),(ii),(iii)

(^;:) (�;^;:) (_;:)

0 x ^ x x ^ x x _ x

nor x ^ y x ^ y x _ y

6( x ^ y x ^ y x _ y

x x x x

6) x ^ y x ^ y x _ y

y y y y

xor x ^ y ^ x ^ y x� y x _ y _ x _ y

nand x ^ y x ^ y x _ y

and x ^ y x ^ y x _ y

, x ^ y ^ x ^ y x� y x _ y _ x _ y

y y y y

) x ^ y y ^ y x _ y

x x x x

( x ^ y x ^ y x _ y

or x ^ y x ^ y x _ y

1 x ^ x x� x x _ x

zu (iv),(v)

Es gen

�

ugt zu zeigen, da� sich (^;:) durch nand bzw. (_;:) durch nor erzeugen

lassen.

5



: : B ! B mit :x := x nand x

^ : B

2

! B mit x ^ y :=(x nand y) nand (x nand y)

bzw.

: : B ! B mit :x := x nor x

_ : B

2

! B mit x _ y := (x nor y) nor (x nor y)
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