Losungsvorschliage zur 9. Ubung

Aufgabe 36

Man betrachte folgende Abbildung:

Abb.1 zur Aufgabe 36

Sei p ein beliebiger Knoten im Baum mit zwei Kindern. Der Nachfolger von p liegt nach De-
finition des Successor—Algorithmus im rechten Teilbaum. Sei ¢ dieser Nachfolger. Annahme:
g hat ein linkes Kind k. Dann gilt, weil k& im linken Teilbaum von ¢ liegt: key(k) < key(q).
AuBerdem gilt, weil k im rechten Teilbaum von p liegt: key(p) < key(k). Demnach ist

key(p) < key(k) < key(q)

d.h. der Schliissel von k zwischen den von p und ¢. Dann kann aber ¢ nicht der direkte Suc-
cessor von p sein. Widerspruch! Der andere Fall fiir den linken Sohn von p ist symmetrisch.

Achtung: die obigen Aussagen sind nur richtig, weil alle Schliissel als verschieden ange-
nommen wurden. Kommen gleiche Schliissel vor, so gehen u.U. die Ungleichungen von <
in < {iber und es resultiert nicht notwendigerweise ein Widerspruch.
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Sei n die Anzahl der inneren Knoten. Die wenigsten inneren Knoten hat ein RS-Baum,
wenn er nur aus schwarzen Knoten besteht. In diesem Fall ist die Schwarz—Hohe bh(T)
identisch mit der normalen Héehe h(T). Es ergibt sich n > 20M(T) — 1,

Die meisten inneren Knoten hat der RS—Baum, wenn er ’schichtenweise’” aus abwechselnd
roten und schwarzen Blattern aufgebaut ist. Man kann auf diese Weise bei gleicher Schwarz—
Hohe die tatséchliche Hohe des Baumes verdoppeln: h(7T) = 2bh(T). Damit folgt die
maximale Anzahl an inneren Knoten: n < 220h(T) — 1,
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Zur Kontrolle sind im folgenden alle Schritte verzeichnet. Rote Knoten sind fett umrandet.



Abb.2 FEinfligevorgénge

Abb.3 Loschvorgénge
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Sei im folgenden n die Anzahl der Knoten.

zZu a)
Trick bei der Aufgabe ist zu sehen, dal ¢ Losung der quadratischen Gleichung

=@ +1 (1)
ist. Dies erhilt man durch nachrechnen! Es ist nun zu zeigen:

/\ @TL—Q S Fn S @n_l (2)
n>1

Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion iiber n.

Verankerung fiir n = 1 und n =2

Es mufy zweimal verankert werden, da wir spdter im Induktionsschritt fiir n auf die Aussagen
von n — 1 und n — 2 zuriickgreifen miissen. ® Einsetzen und fiir beide Fille nachrechen!



Induktionsschritt (n —2),(n—1) = n
Gelte die Aussage fir n — 2 und n — 1, d.h.

q)n—4 S Fn—2
q)n—S S Fn—l

o3 (3)
o2 (4)

Durch Addition von (3) und (4) sowie durch Ausklammern von ®"~* (links) bzw. @73
(rechts) erhdlt man:
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Demnach gilt die Aussage (2) auch fir n. O

zu b)

Die maximale Anzahl an Knoten hat ein AVL-Baum, wenn er einen vollen bindren Baum
darstellt, d.h.
n <2t (5)

Fiir die minimale Anzahl benutzt man die Folge der Fibonacci-Zahlen und folgende Uber-
legungen fiir die Durchfiihrung einer Induktion.

Abb.4 Bildungsvorschrift fiir minimale AVL-Baume

o Fiir einen Baum der Hohe 0 gibt es nur eine Moglichkeit (siche Abb.4a).

o I'ir einen Baum der Hohe 1 gibt es nur zwei Moglichkeiten, die allerdings symmetrisch

sind (siehe Abb.4b).

o Fiir einen Baum der Hohe £ mit Wurzel und TeilbAumen 7} und 7, betrachte Abb.4c.
Fine der beiden Teilbdume mufl die Hohe k — 1 haben (hier oBdA 7;). Der andere
Teilbaum kann entweder die Hohe k& — 1 oder k£ — 2 haben, damit die Voraussetzung
der AVL-Struktur erfiillt ist. Wir sind jedoch an der minimalen Knotenanzahl in-
teressiert. Deswegen werden wir den kleineren Teilbaum mit Héhe £ — 2 nehmen.
Der minimale Teilbaum der Hohe k setzt sich demnach rekursiv zusammen aus den
minimalen Teilbidumen der Héhen & — 1 und k — 2.

Fiithrt man obige Vorschrift fiir einige kleine Héhen durch, so erhédlt man fiir die minimale
Anzahl n(h):
n(h) > Fyps — 1 (6)

Beweis durch vollstiandige Induktion iiber die Hohe h.



Verankerung fiir A =0 und » =1

Der minimale Baum der Hohe 0 hat einen Knoten und es gilt Fyi3 —1 =2 -1 = 1. Der
minimale Baum der Hoéhe 1 hat zwei Knoten und es gilt Fi43 —1=3—-1=2.

Induktionsschritt fiir (h —2),(h—1) = h

Sei Hohe h beliebig aber fest gegeben. Nach obiger Uberlegung erhilt man den minimalen
Baum dieser Hohe, in dem man die minimalen Baume fiir die Héhen A — 1 und h — 2 als
Teilbdume an die neue Wurzel anhéngt. Is gilt:

n(h) > nh=1)+nh-2)+1
1.V.
> Py gys—14+Fp_ 943 —1+1

= Ihoi3+ Fpoy3—1

Fhgs

Damit gilt (6) fiir h.

Zu ¢)

Die Aussage dieser Teilaufgabe erhélt man durch Umformen und Logarithmieren der Un-
gleichungen (5) und (6). Desweiteren benuzt man die Identitét:

loge () = logg(2)logy(x)
sowie die linke Seite der Ungleichung (2)

Fiys > @



